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Аннотация. Как показывают данные экспериметальных ис­
следований, стационарное обтекание крылового профиля транс­
звуковым потоком становится неустоЙ'IИВЫМ в некотором диапа­
зоне чисел Ма.'{а и углов атаки. Возникающее нестационарное те­
чение характеризуется колебательным движением скачков уплот­
нения и сопровождается периодически возникающим и исчезаю­
щим отрывом пограничного слоя. Роль пограничного слоя и об­
ласти невязкого потока в возникновении и поддержке таких не­
стационарных течений исследована очень мало. В работе делает­
ся попытка описать механизм передачи возмущений в невязкой 
области за скачком уплотнения, который, при некоторых услови­
ях, позволяет дать оценку границы устойчивости течений около 
профиля. 
Введение. Дозвуковое безотрывное течение газа около профи­
ля под углом атаки является стационарным. При увеличении чис­
ла Маха на бесконечности течение становится трансзвуковым, и 
скачок уплотнения в местной сверхзвуковой зоне быстро движется 
к задней кромке, причем его интенсивность увеличивается. При 
некотором числе Маха скачок уплотнения становится достаточно 
сильным, чтоf.ы вызвать отрыв пограничного слоя. Дальнейшее 
увеличение числа Маха делает течение нестационарным [1]. Нача­
ло отрыва, вызванного взаимодействием скачка уплотнения с по­
граничным слоем, связывается с различными явлениями аэроуп­
ругой неустойчивости [2], которые в разных случаях называются 
флаттером с одной степенью свободы, флаттером с ограниченной 
амплитудой, колебаниями предельного цикла, бассом элерона и 
баффтингом. Неустойчивость характеризуется возрастанием ам­
плитуды до некоторой величины, которая варьируется от уровня 
слабых помех до уровня, достаточного для разрушения конструк­
ции. 
Трансзвуковой отрыв может также привести к появлению са­
моиндуцированных колебаний или баффтинга скачка уплотнения 
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и на жестких телах, что было подтверждено в экспериментах с 
профилями [3-5), где набmодалось периодическое движение скач­
ка, сопровождаемое периодически возникающим и исчезающим 
отрывом пограничного слоя. Генерируемые при этом нестацио­
нарные нагрузки являются весьма большими, однако они сущест­
вуют в узком диапазоне трансзвуковых чисел Маха и углов атаки 
и имеют частоту, близкую к той, что набmодается при флатте­
ре. Верхняя граница этих осцилляций соответствует параметрам 
потока, при которых скачок расположен около задней кромки про­
филя. 
В расчетных исследованиях некоторые свойства баффтинга 
скачка на 18%-ом симметричном профиле из дуг окружности бы­
ли получены численным интегрированием полных уравнений На­
вье-Стокса [6) в приближении тонкого слоя [7) и в приближении 
теории вязко-невязкого взаимодействия (8). Результаты показы­
вают чувствительность решения к типу модели турбулентности 
и важность отрыва пограничного слоя для возникновения осцил­
ляций. Хотя детали рассматриваемого явления зависят от этих 
факторов, все расчеты дают близкие значения числа Маха, при 
котором осцилляции возникают. Аналогичные результаты были 
получены и для более употребительных профилей [9-11]. Сравне­
ние данных о границе возникновения баффтинга скачка на про­
филе NACA0012, полученных в [11) при помощи разных моделей 
турбулентности, показывает разброс в 1° в значениях угла атаки. 
Это означает, что существует невязкий трансзвуковой механизм, 
поддерживающий осцилляции скачка. 
Рассмотрим нестационарное трансзвуковое течение вниз по 
потоку от скачка уплотнения. Течение со звуковой скоростью на 
бесконечности около полутела можно считать приемлемым при­
ближением, которым и ограничимся. Стационарное решение этой 
задачи в случае полутел степенной формы у = Ах" было да­
но в [12, 13] 11 форме автомодельного решения уравнения Кар­
мана, которому удовлетворяет главный член разложения потен­
циала возмуш~ний в ряд при скоростях частиц, близких к кри­
тической. Эти решения описывают обтекание полутел степенной 
формы при 1/4 ~ k < 1. Решения, относящиеся к полутелам с 
О~ k < 1/4, были изучены в работе [14). В них искомый потенци­
ал представлялся в виде суммы двух членов, первый из которых 
соответствует возмущениям от конечного тела (15, 16), а второй 
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является членом более высокого порядка малости на больших рас­
стояниях. Именно этот член дает возможность удовлетворить не­
обходимым условиям на поверхности обтекаемого тела, причем 
величина добавочного потенциала оказывается отличной от нуля 
только в области за скачком уплотнения. В случае k = О получен­
ное решение описывает поле течения на больших расстояниях от 
тела конечной толщины. Интеграл расхода по любому контуру, 
охватывающему начало координат, постоянен на этом решении, 
поэтому оно се.ответствует полю потока на больших расстояниях 
от источника конечной интенсивности и его можно применять к 
описанию параметров течения с М00 = 1 на большом расстоянии 
от конечного тела, имеющего сопротивление. 
Здесь этот метод применяется к построению нестационарных 
полей течения около полутел степенной формы с О ~ k < 1/4. 
Как и прежде, решение представляется в виде суммы двух чле­
нов, причем зависимость от времени определяется вторым чле­
ном, отличным от нуля только в области вниз по потоку от не­
стационарного скачка уплотнения. 
Стационарная задача. Вне пограничного слоя вязкость от­
сутствует, а скачки уплотнения считаются настолько слабыми, 
что изменение энтропии пренебрежимо мало по сравнению с вели­
чинами, которые учитываются в рассматриваемом приближении. 
Поскольку набегающий звуковой поток является равномерным на 
бесконечности, то при указанных условиях он будет всюду без­
вихревым. Поэтому от системы уравнений Эйлера можно сразу 
перейти к одному уравнению для потенциала ф 
(1) 
1 2 2 а2 'У + 1 2 
2(v" +vy) +'У -1 = 2(1- l)a*' 8ф 8ф v" =а.+ ах, Vy = Ву. (2) 
Здесь х и у - оси декартовой или цилиндрической системы коорди­
нат, v" и Vy - составляющие вектора скорости вдоль этих осей, а 
- скорость звука, -у= ер/с" - отношение удельных теплоемкостей, 
звездочкой отмечены параметры среды в критическом состоянии, 
когда скорость частиц равна скорости звука. Интеграл Бернулли 
(2) позволяет выразить скорость звука через производные потен­
циала по координатам. 
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Для исследования течений га.за около полутел степенной фор­
мы у= Axk (х >О) рассмотрим для уравнения (1) задачу Коши 
с данными на оси симметрии у = О 
8ф / ду = О при х < О, дф/8у = kAxk-l при х > О. (3) 
В дальнейшем будем считать обтекаемые тела выпуклыми, им 
соответствуют значения k из интервала О :5 k < 1. Предельный 
случай k = О рассмотрим особенно подробно. При скоростях час­
тиц, близких к критической, искомый потенциал представим в 
виде 
В (12, 13] решение сформулированной задачи Коши строилось 
приближенно, ограничиваясь первым членом разложения ( 4), со­
держащим тоJ!ько функцию / 0 ({). Она удовлетворяет уравнению 
второго порядка 
(
dfo 2 2) d2 !о dfo d{ - n { d€2 + 5n(n - 1){ d€ - 3(n - 1)(3n - 2)/0 =О. (5) 
Связь между показателем степени "1о (или n) и значением k, вхо­
дящим в данные Коши (3), устанавливается при помощи разло­
жения / 0 ({) при { -t оо. В итоге получается 
wr, = (1+2k)/(4 - k), n=3/(4-k). 
При { -t -оо разложение / 0 ({) выбирается таким образом, что­
бы удовлетворялось условие 8ф/8у = О при у = О и х < О. 
Предельные линии в области течения не допускаются, а скач­
ки уплотнения в рассматриваемом приближении имеют форму 
{ = { 8 = const. При переходе через фронт скачка составляющие 
скорости частrщ удовлетворяют условиям Гюгонио, упрощенным 
применительно к трансзвуковым течениям газа. Из этих условий 
следуют соотношения между значениями функции / 0 ({) и ее про­
изводных на фронте скачка уплотнения { = {. 
(6) 
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в которых индекс 1 относится к значениям на стороне разрыва, 
обращенной к набегающему потоку, а индекс 2 - к противополож­
ной стороне. 
Наиболее полно результаты исследования рассматриваемой за­
дачи изложены в работе [13]. Они утверждают, в частности, что 
решение существует только при 1/4 < k < 1. В случае k = 1/4 
условию обтекания можно удовлетворить, если ввести в решение 
скачок уплотнения при € = €s, причем величина €s согласно (6) 
однозначно определяется значением постоянной А в данных Ко­
ши (3). Это типичный случай возникновения скачка уплотнения 
в сверхзвуковом течении, связанный с перерасширением потока. 
Решение задачи при k = 1/4 оказывается возможным построить 
и со значением постоянной А = О. В этом случае решение уравне­
ния (5) дает главный член координатного разложения потенциала 
возмущений на больших расстояниях от тела конечных размеров 
[15]. Его параметрическое представление перед скачком уплотне­
ния и за ним позволило определить также и координату €s скачка 
[16]. При О~ k < 1/4 решение задачи не существует. 
Источник в звуковом потоке. Чтобы получить решение 
задачи Коши (3) при О ~ k < 1/4, в разложении (4) нужно со­
хранить второй член у"'1 fi(€). Что касается функции /о(О, то 
будем считать ее соответствующей задаче обтекания тела конеч­
ных размеров с параметрами w0 = 2/5 и п = 4/5. Подстановка 
(4) в исходное. уравнение (1) для потенциала скорости приводит 
к линейному дифференциальному уравнению 
( dfo - 16 е) d2 fi + [~(2w1 - ~)€ + d2 /о] dfi -w1(w1 - l)/1 =о d€ 25 d€2 5 5 d€2 d€ ' 
(7) 
которому удовлетворяет функция fi (().Уравнение (7) однородно , 
однако оно имеет особые точки при ~ -t ±оо, где коэффициент 
при второй производной d2 fi/d€2 обрашается в бесконечность, 
и на предельной характеристике ( = (!, определяемой равенст­
вом d/0 /d( = (16/25)(2, где этот коэффициент обращается в нуль . 
Производная еф/оу, вычисленная по первому члену представле­
ния (4), равна _нулю на полуоси у= О, х >О. Поэтому показатель 
степени k в данных Коши (3) при О ~ k < 1/4 связан не с ве­
личиной w0 , а с параметром w1 . Эта связь устанавливается при 
помощи разложения функции fi (€) при ( -t +оо. В результате 
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имеем 
"11 = (1+4k)/5. (8) 
Отсюда следует, что величина "11 изменяется в пределах 1/5 < 
YJ1 < 2/5, что оправдывает отбрасывание правой части при вы­
воде уравнения (7). 
Искомое решение должно давать v11 = О вдоль полуоси у = 
О, х < О и быть аналитическим в особой точке ~ = 6, которой со­
ответствует предельная характеристика. Удовлетворяющие этим 
требованиям решения уравнения (7) существуют только при не­
котором наборе значений "11 [17]. Спектр начинается с "11 = О. 
Эта величина не входит в указанный выше интервал изменения 
"11 , поэтому искомая функция fi(~) может быть отличной от ну­
ля ляшь в об11асти, расположенной вниз по течению от фронта 
скачка уплотнения. 
В соответствии с представлением (4) будем считать, что фор­
ма пересекающего поток скачка уплотнения задана соотношением 
(9) 
Условия ударного сжатия, упрощенные для трансзвукового диа­
пазона скоростей, были обсуждены вьппе. Из них следуют данные 
Коши для ураянения (7) при ~ = ~6 : 
- (16 2 d/0,2) !1,2 - 2С1~г 25 ~а - ~ , 
Поскольку уравнение (7) линейно, постоянная С1 линейно зависит 
от величины А, входящей в уравнение образующей обтекаемого 
тела. 
Параметр~еское представление функции /0 (~) позволяет пре­
образовать уравнение (7) к виду гипергеометрического уравнения 
Гаусса и записать решение рассматриваемой задачи в виде гипер­
геометрических рядов [14]. В случае k = О, YJ 1 = 1/5, что соот­
ветствует телу конечной толщины, решение получается в виде 
квадратуры 
f, Ю = В, ехр ( 4 / Щ' -'idfo/d{) , (11) 
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а В2 равно правой части первого из равенств (10). Оно отвечает 
возмущениям, которые вносит плоский источник конечной интен­
сивности в поток со звуковой скоростью на бесконечности. Дейст­
вительно, расход газа через две параллельные оси х прямые, про­
веденные на р!:!.сстоянии у от этой оси, вычисленный при помощи 
первого члена представления потенциала, на больших расстоя­
ниях приводит к нулевой величине. В то же время двучленное 
представление потенциала приводит к отличному от нуля зна­
чению расхода, которое не зависит от расстояния у. Оно также 
описывает дальнее поле скоростей около тела конечных размеров 
с ненулевым сопротивлением. 
Нестационарное течение. Рассмотрим далее класс тече­
ний, в которых: зависимость от времени t проявляется, начиная 
со второго члена разложенщ1 потенциала на больших расстояни­
ях по формуле (4), так что fi является теперь функцией не одной, 
а двух переменных: 
(12) 
Подставим это представление в уравнение для потенциала неста­
ционарных течений и получим уравнение для f1 (~,r) : 
( d/o 22)8
2/1 2 282/1 [( ) d2/o]8/i d[" - n ~ 8~2 -' т r дr2 + n 2w1 - 1 - n ~ + de -щ-+ 
a21i 0/1 +2(1-nm~r) 0~8r +m(2w1 -1-m)r Вт -w1 (w1 -l)ft =0. (13) 
В рассматриваемом случае n = 4/5 и m = 6/5. Однородное ли­
нейное уравнение с частными производными (13) имеет смешан­
ный эллиптико-гиперболический тип, который определяется зна­
ком выражения 
2 2 d/o D = 1- 2mn~r + m r ~. (14) 
При D > О это уравнение гиперболического типа, а при D < О 
- эллиптического. Пусть r1 и r2 - корни квадратного трехчлена 
(14). При~ ~ ;. имеет место неравенство n 2 €2 > d/0 /~ >О, так 
что оба корня r1 и r2 положительны и D > О при О ~ r < r1 
и т > r2 • В области т > r2 , ~ ~ ~. обе характеристики имеют 
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положительный наклон, поэтому на линиях у = const возмуще­
ния передаются вниз по потоку, и положение скачка уплотнения 
в этой облает~ формирует течение за ним. Во второй области 
гиперболичности О :5 т < т1 , € ~ €. наклон характеристик от­
рипателен, поэтому возмущения передаются вверх по потоку, и 
движение скачка уплотнения определяется решением задачи те­
чения газа. Отрезок прямой € = €., т1 < т < т2 является час­
тью границы эллиптической области. Два других участка грани­
цы совпадают с линиями параболичности т = т1(€) и т = r 2 (€), 
простирающимися в бесконечность. Форма ударной волны, как и 
прежде, задается равенством (9), в котором Ci уже не постоянные, 
а зависят от времени t. Из условий ударного сжатия, упрощенных 
для трансзвукового диапазона скоростей, следуют граничные зна­
чения fi (€, т) и 8/i/fЦ при€=€". 
Дальнейший анализ решений уравнения (13) проведем в двух 
предельных случаях, когда т « 1 и т » 1. Согласно (12) первый 
случай соответствует большим значениям у. При т « 1 пренеб­
регаем членами уравнения (13), в которых коэффициенты про­
порциональны т2 и т. В более простом уравнении, получающемся 
после отбрасывания этих членов, делаем замену искомой функции 
fi(€,т) = h(€)g(€,r). (15) 
Здесь h(O - решение задачи Коши (10) для уравнения (7), в ко­
тором вместо / 1 (€) подставлено h({). При k = О уравнение для 
g(~, r) трансформируется в уравнение переноса, решение которо­
го записывается в виде 
~ 
g(€,r) = G(r + (), (=2/ d€ . 
n 2€2 - dfo/df. 
~. 
Дальнейшее применение граничных условий на скачке уплотне­
ния позволяет выразить функцию G через С1 (т), входящую в 
данные на скачке уплотнения. Наконец, подстановка полученных 
формул в (15) дает решение рассматриваемой задачи в случае 
k=O 
f 1 (€, r) = 2€. ( n2€~ - ~~2 ) :(~:) С1 (т + (). (16) 
На линии у = const решение (16) описывает распространяющу­
юся вверх по потоку бегущую волну. Скорость волны при этом 
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убывает, а ее амплитуда увеличивается. Форма волны определяет 
вызываемое ею движение скачка уплотнения. 
Случай т » 1 соответствует малым значениям координаты 
у . При т » 1 можно пренебречь 1 по сравнению с nЩт в ко­
эффициенте при смешанной производной 82 fi/8E8т в уравнении 
(13). Если теперь перейти к исходным переменным х, у и t, то 
получим уравнение стационарных возмущений звукового потока 
около профиля, для которых допускается зависимость от време­
ни t, как от параметра. Это полностью совпа;Цает с постановкой 
задачи в квазистационарной теории. Поэтому рассматриваемому 
приближению т » 1 в автомодельных переменных соответствует 
задача Коши t}O) для однородного уравнения (7) , в которой, од­
нако, С1 является функцией t . Эта задача предыдущего раздела 
подробно изучена в работе [14] . В силу однородности (7) зависи­
мость решения от времени полностью определяется множителем 
С 1 ( t). Полученное решение описывает распространение возмуще­
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Рис. 1. Линии cd = const и граница баффтивга для профиля 
NACA0012 
Граница области устойчивости. Взаимодействие скачка 
уплотнения с пограничным слоем генерирует сильные возмуще­
ния толщины вытеснения, которые воспринимается внешним ве­
вязким потоком как изменение граничных условий на профиле и в 
следе. Однако крупномасштабное движение скачка подразумевает 
передачу возмущений на скачок через невязкую область. Урав­
нение (16) дает механизм такой передачи . При приближении к 
скачку амплитуда возмущений возрастает как функция h(E) , свя­
зываемая с сопротивлением профиля в усредненном стационарном 
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потоке. Этот механизм поддержки колебаний скачка определяется 
структурой ПС'ЛЯ трансзвукового течения около профиля. В рас­
сматриваемом приближении он может привести к неустойчивос­
ти стационарного течения, когда коэффициент сопротивления cd 
превзойдет некоторое значение R, определяемое формой профиля, 
углом атаки а и М00 • В задаче обтекания профиля изменения а и 
М00 невелики, поэтому оценка границы области устойчивости в 
виде кривой cd = const может . быть достаточно точной. 
Данные на рис. 1 подтверждают это в случае трансзвуково­
го обтекания профиля NACA 0012. Здесь линии cd = const из­
ображены сплошными линиями. Они получены из расчетов ста­
ционарных вя:ких течений около профиля при числе Рейнольдса 
Re = 107 при помощи программы [18]. Штриховая линия пред­
ставляет границу баффтинга, полученную в экспериментах [5] , а 
маркеры О и 8 показывают точки на этой границе, вычисленные 
при помощи моделей взаимодействующего пограничного слоя в 
работах [9] и [19] соответственно. 
Работа вЫТТолнена при финансовой поддержке РФФИ (код про­
екта 99-01-00974). 
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